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1. (12 poéng) Vi granskar funktionen f: 3Z — Z7, f(a) = [d/3]7. °

(a) Visa att f ar en homomorfism.
(b) Nedan finns ett forsok at befisa att karnan till funktionen f ar 21Z. Beviset ar emellertid
inte riktigt. Forklara kort vad som &ar fel och korrigera sedan beviset.

”Antag att a € 21Z. Nu 4r a = 21k fér ndgot k € Z. Vi ser att

f(a) = f(21k) = [Tk]7 = [0]-.
Saledes Ker f = 21Z."

(¢) En hurudan isomorfism fir man av homomorfismen f enligt homomorfismsatsen for
grupper? Vilket element avbildas pa elementet [2]; av isomorfismen if fraga?

2. (12 poang) Vi vet om gruppen H att det ar en undergrupp till Zy X Z4 och att den har tva
element,.

(a) Hur manga sidoklasser har H?
(b) Rita en bild av méngden av sidoklasser (Zy x Z4)/H. Vilj sjalv det illustreringssétt du
bast tycker beskriver mangden.

(c) Antag att en av H:s sidoklasser ar {([1]2, [1]4), ([1]2, [3]4)}- Bestam de 6vriga sidoklas-
serna.

3. (6 poang) Vi granskar ringen R = {a,b, ¢,d} som har f6ljande rakneoperationstabeller:

+la b c d la b c d
ala b c d ala a a a
blb ¢ d a bla b ¢ d
clc d a b cla c a c
did a b c dla d ¢ b
(a) Vilken &r ringens enhet (ykkosalkio)?
(b) Ar d ett enhetselement (yksikko)?

~ o~

(c) Ar R ett heltalsomrade?

4. (6 poing)

(a) Vad ar graden av polynomet 18X7 + 13X* — 3X i ringen Zg[X]?
(b) Lt R vara ringen i uppgift 3 och P = X? — 3X + 2 ett polynom i ringen R[X]. Bestim
rotterna till P.

5. (12 poéng)

(a) Vad har kvotgrupper och normala undergruppen med varandra att géra?
(b) Antag att G &r en cyclisk grupp med en normal undergrupp N. Visa att kvotgruppen
G/N é&r cyclisk.
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Kokeessa ei saa kdyttia laskinta tai taulukkokirjaa.

1. (12 pistettd) Tutkitaan kuvausta f: 3Z — Zr, f(a) = [a/3].

(a) Osoita, etta f on homomorfismi. 9

(b) Seuraavassa on yritetty osoittaa, ettd kuvauksen f ydin on 21Z. Todistus ei kuitenkaan
ole péatevi. Selitd lyhyesti, miké todistuksessa on vialla, ja korjaa sen jalkeen todistus.

"Oletetaan, ettd a € 21Z. Nyt a = 21k jollakin k € Z. Huomataan, etté,
f(a) = f(21k) = [7k]7 = [0]r.
Siten Ker f = 217

(c) Millainen isomorfismi homomorfismista f saadaan ryhmien homomorfialauseen avulla?
Mika alkio kuvautuu kyseisessé isomorfismissa alkiolle [2];?

2. (12 pistettd) Ryhmén Z, x Z4 aliryhméstd H tiedetddn, etté siina on kaksi alkiota.

(a) Kuinka monta sivuluokkaa H:lla on?

(b) Piirrd kuva sivuluokkien joukosta (Z, x Zs)/H. Voit itse valita havainnollistustavan,
joka kuvaa mielestési parhaalla tavalla joukon rakennetta.

(c) Oletetaan, etté erds H:n sivuluokista on {([1]2, [1]4), ([1]2,[3]s)}. Médritd muut H:n si-
vuluokat.

3. (6 pistetta) Tutkitaan rengasta R = {a,b,c,d}, jolla on oheiset laskutoimitustaulut:

+|abcd -‘ab c d
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blb ¢ d a bla b ¢ d
cle d a b cla ¢ a ¢
dld a b ¢ dla d ¢ b

(a) Miké on renkaan R ykkosalkio?
(b) Onko alkio d yksikko?
(c) Onko R kokonaisalue?

4. (6 pistettd)

(a) Miké on renkaan Zg[X] polynomin 18X7 + 13X* — 3X aste?
(b) Olkoon R tehtévisss 3 kasitelty rengas. Maérita renkaan R[X] polynomin X2 —3X + 2
juuret.

5. (12 pistetta)

(a) Miten tekijaryhmét ja normaalit aliryhmét liittyvat toisiinsa?
(b) Oletetaan, ettd G on syklinen ryhma, jolla on normaali aliryhmé N. Osoita, etts tekija-
ryhmé G/N on syklinen.




