Kvanttistatistiikan loppukoe 10.5.2022

Vastaa jokaiseen tehtdvdan omalle arkilleen ja kirjoita nimesi ja opiskelijanumerosi selkeésti kunkin
arkin ensimmaéiselle sivulle. Kaikki tarvittavat apukaavat on annettu koepaperin kéantopuolella.

Jos olet oikeutettu lisdaikaan, jitd yksi vapaavalintainen tehtiva tekemétta ja kirjoita maininta lisé-
ajasta sen kohdalle. Valinnassa kannattaa ottaa huomioon, ettd neljdnnesté tehtévistd on saatavissa
kaksi lisépistetts, joita ei lasketa kokeen maksimipistemédraén (32).

1. Vastaa lyhyesti seuraaviin kysymyksiin.

a. Kayttiaen hyvaksi tietoa miehityslukuoperaattorin n; = dI&i odotusarvoista maéarittele
Fockin avaruuden ns. miehityslukukanta vuorovaikuttamattomalle monihiukkassystes
mille. Kirjoita myos systeemin Hamiltonin funktio ja selitd, miten se operoi méarittele-
millesi kantatiloille. Voit olettaa yksihiukkasenergiat tunnetuiksi. (2p)

b. Mit4 tarkoitetaan puhtaalla kvanttimekaanisella tilalla ja sekatilalla? Mitd ominaisuuksia
tiheysoperaattorilta vaaditaan? (2p)

c. Kuvaile, mité identifikaatioita statististen ja termodynaamisten suureiden valilla on teh-
tivi, jotta monihiukkassysteemin statistinen kuvailu on konsistenttia lampoopin 1.paa-
sddnnon kanssa. (2p)

d. Mita tarkoitetaan tietyn vapausasteen virittymiselld tietyn lampdtilan ympérilld? Anna
tastd jokin esimerkki. (2p)

2. Vastaa seuraaviin kysymyksiin hieman monisanaisemmin.

a. Mairittele kvanttimekaanisen systeemin tilatiheysfunktio w(£). Lahtien liikkeelle siitd
tiedosta, etté V = L3 kokoiseen laatikkoon suljetun vapaan kvanttimekaanisen hiukkasen
mahdolliset impulssit saavat muodon p = %(nz, Ny, N2), N € Z, osoita, etté ei-relativisti-
sen m-massaisen hiukkasen tilatiheys jatkumorajalla on wy(F) = C1VVE, jossa vakio
C, = 2% (2m)*/? ja g (yleens spiniin liittyvd) degeneraatiotekija. (2p)

b. Aloittaen Bose-Einstein-miehityslukufunktion muodosta seka klassisesta tuloksesta
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selité, milloin bosonisen monihiukkassysteemin ominaisuudet palautuvat klassisiksi. (3p)

c. Lahtien liikkeelle partitiofunktion mééritelméstd suurkanonisessa jakaumassa johda tulos
AT, V,u)y =T, In{1F e‘ﬁ(”_“)} suurelle potentiaalille vuorovaikuttamattomassa
bosonisessa ja fermionisessa monihiukkassysteemissa. (3p)

3. Tarkastellaan vuorovaikuttamatonta systeemii, joka koostuu parillisesta méiréstd N spin-1/2
hiukkasia, jotka on kiinnitetty kiinteisiin hilapisteisiin. Merkitsemélld hiukkasen 4 spinin 2-
komponenttia muuttujalla s; , = +h/2 systeemin kokonaisspin z-suuntaan saa muodon S, =
S8, = mh, m = 0,£1,£2,..,£N/2. Jos systeemi on kytketty ulkoiseen z-suuntaiseen
magneettikenttiin, H = He,, voidaan sen kokonaisenergia lukea télloin kaavasta

E(m) = —#OH’YZSi,z = —@o’th)m = —me,

missd, o vastaa tyhjion permittiivisyyttd sekd vy magnetogyyristd suhdetta. Médritd télle
systeemille ison /V:n rajalla




a. tilatiheys w(E), (3p)
b. mikrokanoninen entropia S(£), (2p)

c. kokonaisenergia limpdtilan funktiona. (3p)
4. Vastaa seuraaviin kysymyksiin.

a. Kuvaile ilman laskuja, kuinka bosekondensaatiota lapikayvi systeemi kiyttiytyy, kun sita
puristetaan rajatta kokoon vakioldmpdtilassa. Selitéd, misté kiytos johtuu ja hahmottele
systeemin faasidiagramman muoto pV/-tasossa vakioldmpdétilan kdyrid kdyttiden. (4p)

b. Osoita, ettd hieman kriittista 1dmpatilaa T, korkeammilla lampétiloilla ideaalisen bose-
kaasun kemiallista potentiaalia voi approksimoida kaavalla (4p)
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Vihje: seuraavasta integraalista, jossa ¢ on pieni positiivinen reaaliluku, voi olla hyotyé:
o NZ T
dr———— = —((3/2) — O(e) .
/0 YT = YT(3/2) ~ m/e+ O(e)

c. Bonus: Johda tehtévin b-kohdassa annettu integraalikaava. (2 lisépistetts)

Vihje: Yksi tapa ekspandoida téllaista integraalia pienen e:n rajalla on jakaa integroi-
misalue kahteen osaan [0, 4] ja [d,00], missé 0 < € < § < 1. Ensimmaiselld valilld voit
kiiyttdd hyvéksi sité, ettd z < 1 kaikkialla, ja jalkimmaiselld taas sitd, ettd integrandia
voi tdssé alueessa ekspandoida e:n potenssisarjana.

Mahdollisesti hyodyllisid kaavoja
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