TKT20001 Tietorakenteet ja algoritmit (kevit 2020)
Kurssikoe 1, malliratkaisut

Tehtévan 1 tarkasti Jyrki Kivinen, tehtavan 2 Jukka Rautaoja, tehtavian 3 Marcus Leivo
ja tehtévan 4 Hannu Kérné.

1. |4 pistetta| Pikajirjestaminen. Selitd lyhyesti pikajirjestamisen toimintaperiaate. Yk-
sityiskohtaista pseudokoodia tms. ei tarvitse antaa; sopiva vastauksen tarkkuustaso
on sanallinen selitys, jota on havainnollistettu parilla kuvalla tai kaaviolla. Mité tie-
detdén pikajarjestamisen aika- ja tilavaativuudesta? (N&ité ei tarvistse perustella.)

Hyvan vastauksen pitéisi normaalikésialalla mahtua helposti yhdelle sivulle.
Ratkaisu: Pikajérjestamisessa taulukon alkiot jarjestetdin pienimmaésta suurimpaan
seuraavasti:

(1) Jos taulukossa on korkeintaan yksi alkio, lopeta tekeméttd mitddn.

(2) Valitse jokin taulukon alkio jakoalkioksi.

(3) Jarjestele taulukon alkiot niin, etté jakoalkiota pienemmaét alkiot tulevat jakoal-
kion vasemmalle puolelle ja suuremmat oikealle.

(4) Jarjestd jakoalkion vasemmalle puolelle jadva osataulukko ja oikealle puolelle
jaava osataulukko soveltamalla kumpaankin rekursiivisesti pikajirjestamista.

Jakoalkion valintaan ja alkioiden jérjestelemiseen kohdassa (3) on erilaisia menetel-
mié. Seuraava esimerkki havainnollistaa algoritmin toimintaa, kun jakoalkioksi vali-
taan aina taulukon esimméinen alkio (kuva luentomateriaalin sivulta 125):
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Algoritmin aikavaativuus on pahimmassa tapauksessa O(n?) ja keskiméirin
O(nlogn), kun taulukon eri jarjestykset oletetaan keskendén yhtéa todennikoisiksi.
(Kéytédnnossd hyvin toteutettu pikajérjestdminen on yleenséd yksi nopeimmista ellei



nopein jarjestdmisalgoritmi.) Tilavaativuus on naiivilla toteutuksella pahimmassa ta-
pauksessa O(n) ja keskiméédrin O(logn); optimoidulla totetuksella tilavaativuudeksi
saadaan myos pahimmassa tapauksessa O(logn).

Kommentteja vastauksista: Vastauksissa ilmeni hyvin paljon epéselvié tai suoras-
taan virheellisid késityksid. Seuraavassa kiydaan lépi yleisimpié niisté, vaikka niista
ei kaikista olekaan arvostelussa vihennetty pisteité.

Kun algoritmin keskimédrainen aikavaativuus on O(nlogn), se ei tarkoita, etta aika-
vaativuus on O(nlogn) “yleensd”, "hyvin toteutettuna” tms. Kysymyksessi on tés-
mallinen matemaattinen vaittdmaé: kun syote valitaan satunnaisesti tiettyjen ole-
tusten vallitessa, niin suoritusajan odotusarvo on O(nlogn). Pikajérjestdmisen (ja
yleensi jérjestdmisalgoritmien) tapauksessa namé oletukset ovat, ettd taulukon al-
kiot ovat eri suuria ja niiden jokainen jarjestys esiintyy yhta todennéakoisesti.

Pikajarjestamista voisi tarkemmin sanoa perheeksi algoritmeja, koska jakoalkion va-
lintaan ja siihen liittyvaén taulukon jarjestelemiseen on erilaisia vaihtoehtoja. Perus-
versiossa jakoalkioksi valitaan taulukon ensimmaéinen alkio, mutta todelliseen kayt-
toon tarkoitetussa toteutuksessa parempi (mutta silti yksinkertainen) valinta olisi
taulukon ensimmaéisen, viimeisen ja keskimmaéisen alkion mediaani, tai yleisemmin
esim. viiden tasavalisesti poimitun alkion mediaani. Kaikilla néilla jakoalkion valin-
tamenettelyilld algoritmin aikavaativuus on O(nlogn) keskiméirin ja O(n?) pahim-
massa tapauksessa.

Miksi sitten ensimmadisen alkion valitsemista pidetddn huonona, vaikka se johtaa
samaan aikavaativuusluokkaan kuin parempina pidetyt? Padasiallinen syy on, ettd
ensimmaéisen alkion valitsevan algoritmin (eréds) pahin tapaus on valmiiksi jarjestet-
ty taulukko, jollaisia (ainakin suunnilleen) voi helposti kuvitella esiintyvin kiytan-
non sovelluksissa. Useamman alkion mediaaniin perustuville algoritmeille on niille-
kin mahdollista 16yt#d tapauksia, joissa aikavaativuus on O(n?), mutta timé vaatii
huomattavasti keinotekoisempia konstruktioita, joiden esiintyminen kaytannossa on
viahemman luultavaa.

(Teoriassa on mahdollista valita jakoalkioksi koko taulukon mediaani ajassa O(n).
Tama ei kuitenkaan ole kaytannollista, koska tarvittava algoritmi on melko monimut-
kainen ja sen kdyttdminen johtaisi suuriin vakiokertoimiin, miké poistaisi keskeisen
syyn ylipaansé kiyttdd pikajarjestamista eikd muita O(nlogn)-algoritmeja.)

Monessa vastauksessa oli mainittu, ettd ensimmaisen alkion valitseminen johtaa aika-
vaativuuteen O(n?), jos syStetaulukko on laskevassa jirjestyksessd (kun se halutaan
nousevaan). Tamé on kylld totta, mutta oleellisempaa ja helpommin néhtévad on,
ettd valmiiksi oikeassa jarjestyksessé oleva taulukko johtaa tdhén aikavaativuuteen.

Jakoalkion valinnan liséksi algoritmin tehokkuuteen vaikuttaa, miten alkioita siir-
rellaén halutun jaon aikaansaamiseksi. Esim. jos taulukon kaikki alkiot ovat yhta
suuria, on tietysti samantekevad, miké niistd valitaan jakoalkioksi. Kurssimateriaa-
lissa esitetylla jako-proseduurilla on sekin huono puoli, ettd téssa tilanteessa se taas
johtaa aikavaativuuteen O(n?). TAmi voitaisiin vilttdi toisenlaisella alkioiden siir-
telystrategialla, jota emme kuitenkaan téssi rupea selvittamaan.

Tilavaativuuden muodostumisessa tuntui olevan jonkin verran epaselvyytta. Pika-
jarjestdminen ei kiytd aputaulukoita. Tilavaativuus ei silti ole O(1), silld rekursion
synnyttama aktivaatiotietuepino vaatii tilan O(logn).



Hyvin monessa vastauksessa algoritmin toiminnan kuvauksessa todettiin, ettd kun
alku- ja loppuosa on erikseen jarjestetty rekursiivisesti, osataulukot yhdistetdan. Ei
niitd yhdistetd. Ne ovat valmiiksi yhdessa. Toisin kuin lomitusjarjestdminen, pika-
jarjestaminen tekee kaikki alkioiden siirtelyt taulukon alkuperaisen talletusalueen si-
sdlld. Kun alku- ja loppuosa on kumpikin erikseen jérjestetty, lopputulos on samalla
hetkelld valmis ilman lisdtoimia. Tamé& osaltaan selittdd, miksi kurssimateriaalissa
esitetty jako-proseduuri (ja muut kirjallisuudesta 16ytyviit) on niin epaintuitiivinen:
vaatii hieman temppuilua, ettd haluttu jaottelu saadaan syntyméén ilman aputaulu-
kon kiyttamista.

Arvosteluperusteet: Kolme pistetta tuli algoritmin toiminnan selityksesté ja yksi
piste aika- ja tilavaativuudesta.

Toiminnan selityksen osalta

e yhteen pisteeseen riitti jonkinlainen kohtuullisen oikeansuuntainen selitys

e kahteen pisteeseen vaadittiin, etté selityksen perusteella opiskelija vaikuttaa ym-
mértaneen algoritmin jokseenkin oikein

e kolmeen pisteeseen vaadittiin, ettd toiminta oli kuvattu selvésti ja ymmarretta-
vasti.

Vaikka tehtédvianannossa vihjattiin, ettd kuva olisi hyodyllinen, sellaista ei kuiten-
kaan ehdottomasti vaadittu, jos selitys oli muuten hyvin selva. Téaltd kannalta jako-
proseduurin pseudokoodin kopioiminen vastauspaperiin ei ole hyvé havainnollistus-
keino. Erilaisten jakoalkion valintamenettelyjen esittelya ei ole vaadittu, mutta jos
vastauksesta ei mitenkaédn kiy ilmi, ettd ensimmaisen alkion valitseminen ei ole ainoa
mahdollisuus, on vihennetty 0,5 pistetta.

Aikavaativuudesta sai 0,5 pistettd toteamalla, ettd keskimé&ariisen tapauksen aika-
vaativuus on O(nlogn) ja pahimman tapauksen O(n?). Nimi kumpikin vaadittiin.
Pisteitd ei ole vahennetty siitd hyvin yleisestd puutteesta, ettd aikavaativuuteen
O(nlogn) liittyva "keskiméérédinen tapaus” on selitetty hyvin epdmadriisesti (kat-
so kommentteja tuonnempana). Tilavaativuuden osalta 0,5 pistettd on saanut totea-
malla joko, ettéd se on keskiméérin O(logn) ja pahimmassa tapauksessa O(n) (mika
patee kurssimateriaalissa esitetylle yksinkertaiselle toteutukselle) tai ettd se on aina
O(logn) (miké pétee optimoidulle toteutukselle). Toteamalla tilavaativuudeksi O(n)
ilman mitdan tdsmennysté ei ole saanut pisteité.



2. [2 4 3 pistettd

(a)

Méaarittele, millainen on binddrihakupuu. Mitd ehtoja binddrihakupuun pitéaa
tayttad, etté se olisi AVL-puu?
Ratkaisu: Binaédrihakupuussa jokaisen solmun avain on suurempi kuin mikaan
avain sen vasemmassa alipuussa ja pienempi kuin mikdén avain sen oikeassa
alipuussa. Binddrihakupuu on AVL-puu, jos jokaisessa solmussa vasemman ja
oikean alipuun korkeuksien erotus on -1, 0 tai 1.
Pisteytys: kummastakin seuraavasta erikseen yksi piste:
e On kerrottu, ettd binddrihakupuu koostuu solmuista, jotka on jarjestetty
niin, ettd puussa on helppo 16ytda suurin ja pienin alkio.
e AVL-puun tasapainoehto kerrottu. Jokaisen solmun vasemman ja oikean
alipuun korkeusero on enintdén 1.
Esité yksityiskohtaisena pseudokoodina algoritmi, joka saa parametrina osoitti-
men binddripuun juureen ja palauttaa puun lehtien lukumé&éaran.

Algoritmin aikavaativuuden tulee olla O(n), missd n on puun solmujen luku-
madra. Aikavaativuutta ei tarvitse erikseen perustella.

Ratkaisu:
LEHDET(solmu,)

if solmu == null
then return 0
elseif solmu .vasen == null and solmu . oikea == null
then return 1
else return LEHDET(solmu . vasen) + LEHDET(solmu . oikea)
Pisteytys: kustkin seuraavasta erikseen yksi piste:

e Algoritmi laskee oikein lehtien eli lapsettomien solmujen lukumé&arén.
e Algoritmi palauttaa oikein lehtien lukumé&éaran.

e Algoritmi ei aiheuta virhettd yrittdmaélla seurata null-osoitinta eikd ajaudu
ikuiseen rekursioon /toistolauseeseen.

Kommentteja:

e Pisteet eivit ole riippuvaisia toisistaan, toki b-kohdan 1. ja 2. piste ovat ldhella

toisiaan.

e Moni laski solmujen lukumaééran tai ei kisitellyt null-osoittimia oikein.



3. |6 pistettd] Mitké ovat seuraavien algoritmien aikavaativuudet?

Jokaisessa kohdassa anna aikavaativuudelle mahdollisimman tarkka arvio parametrin
n funktiona kéyttden iso-O-merkintdé ja selitd lyhyesti, miten paattelit aikavaativuu-
den. Selitykseksi riittaé virke tai pari, joissa mainitset kiayttamaési yleiset periaatteet
tms.; tarkkoja matemaattisia todistuksia ei tarvita.

Algoritmit eivit tee mitddn erityisen hyodyllistd. Kolme pistettd ”...” tarkoittaa
jotain vakioajassa tapahtuvaa laskentaa. Kohdissa (a)—(e) ilmoita annetun koodin-

patkin aikavaativuus, kohdassa (f) kutsun f (n) aikavaativuus.

(a) for i=1 to n

for i=1 ton
for j=1 ton

Ratkaisu: Ensimmaéinen silmukka suoritetaan n kertaa, joten sen aikavaativuus
on O(n). Toisessa silmukassa sisin osuus suoritetaan n - n kertaa, joten sen
aikavaativuus on O(n?). Laitettaessa nimi kaksi osuutta periikkiin suurempi
aikavaativuus maérda kokonaisuuden aikavaativuuden, joten koko algoritmin
aikavaativuudeksi tulee O(n?).
(b) for i=1 to n
for j=1 to i

Ratkaisu: Sisin osuus suoritetaan ¢ kertaa arvoilla ¢ = 1,...,n eli yhteensé
1+...+n=n(n+1)/2 = O(n?) kertaa. Siis aikavaativuus on O(n?).
() j=0

while j < n
j=3+3

Ratkaisu: Silmukka suoritetaan [ n/3] kertaa, joten aikavaativuus on O(n).

(d) j=0
while j < n

j=j+n/3+1

Ratkaisu: Jokainen silmukan suorituskerralla laskuri kasvaa ainakin n/3, joten
suorituskertojen lukuméérd on korkeintaan 3 eli vakio. Aikavaativuus on O(1).

() j=1
while j < n*n

J o= 32
Ratkaisu: Silmukkamuuttujan arvo kaksinkertaistuu joka suorituskerralla. Y1&-

rajan n? saavuttamiseen tarvitaan noin logs, n? = 2log,n kaksinkertaistusta,
joten aikavaativuus on O(logn).



(f) procedure f(n)
if n ==
return
f(n-1)
f(n-1)
Ratkaisu: Parametrin n kasvattaminen yhdelld kaksinkertaistaa tehtavan las-
kennan, joten aikavaativuus on O(2").

Kommentteja vastauksista: Todella moni oli yrittdnyt perustella kohdan (a) ai-
kavaativuutta silld, ettd koodissa oli sisdkkiiset for-silmukat, mutta yleisesti ottaen
tAmi ei riitd todistamaan ettil aikavaativuus olisi O(n?). Kohdassa (b) monet olivat
vastanneet aikavaativuudeksi O(ni), miké ei ole lainkaan mielekds vastaus. Muuten
tehtéava oltiin osattu suhteellisen hyvin.

Pisteytys: 0,5 pistetta oikeasta aikavaativuudesta ja 0,5 pistettd oikeasta peruste-
lusta. Perusteluiden tuli olla tarkkuustasoltaan suunnilleen samaa luokkaa mallivas-
tauksien kanssa.



4. |5 pistettd] Syotteend on taulukko, jossa on m mielivaltaisen suurta positiivista ko-
konaislukua. Tehtdvana on etsid taulukosta kahta lukua, joista pienempi on tasan
puolet suuremmasta; siis luvut z ja y, joilla y = 2x. Jos téllaiset kaksi lukua 16ytyy,
vastauksena tulee palauttaa niistd pienempi. Jos ratkaisuja on useita, mika tahansa
niistéd kelpaa. Jos téllaisia kahta lukua ei ole taulukossa, vastauksena tulee palauttaa
—1.

Suunnittele ongelmaan ratkaisualgoritmi, jonka pahimman tapauksen aikavaativuus
on O(nlogn). Ratkaisussasi esitd algoritmi tehtdvépaperin alussa selitettyjen peri-
aatteiden mukaisesti. Selitd myos lyhyesti ratkaisusi toimintaperiaate, erityisesti sen
mahdollisesti kiiyttaméat tietorakenteet. Perustele algoritmisi aikavaativuus.

Esimerkki Jos syotteens on taulukko [3,22,7,5,11, 5], algoritmi palauttaa arvon 11,
silld 22 = 2. 11. Jos taas syotteend on taulukko [8, 5,14, 13,6, 1], algoritmi palauttaa
—1, koska mikéan luku ei ole tasan puolet jostain toisesta.

Ratkaisu 1: Kaydédan taulukko kerran léapi ja talletetaan sen alkiot aluksi tyhjéaan
tasapainotettuun bindarihakupuuhun. Sen jidlkeen kiyd&édn taulukko toisen kerran
l&pi ja jokaisen alkion = kohdalla tarkastetaan, 16ytyyko 22 hakupuusta. Jos 16ytyy,
palautetaan x. Jos taulukon lapikdynti ei johda tulokseen, palautetaan —1.

Algoritmissa kiydddn n-alkioinen taulukko kaksi kertaa lapi, ja kummallakin 1&-
pikdynnilld tehdédan jokaista taulukon alkiota kohti yksi tasapainotetun hakupuun
operaatio. Hakupuussa on enimmilld&n n avainta. Siis lisdys- ja hakuoperaatio me-
nevit ajassa O(logn). Kokonaisaikavaativuus on O(n) - O(logn) + O(n) - O(logn) =
O(nlogn).

Ratkaisu 2: Jarjestetddn ensin taulukko lomitusjirjestamiselld. Sen jalkeen kiyd&an
taulukko alkio kerrallaan 14pi, ja alkion x kohdalla tarkastetaan binadérihaulla, onko
alkio 2x taulukossa. Jos 2z 10ytyi, palautetaan z. Jos taulukon ldpikdynti ei johda
tulokseen, palautetaan —1.

Lomitusjérjestdminen vie ajan O(nlogn). Koska lapikdynnissa tehddéan jokaista tau-
lukon alkiota kohti yksi binddrihaku ajassa O(logn) ja lisdksi vakioaikaista laskentaa,
lapikdynti menee ajassa O(nlogn), joka siis on myos algoritmin kokonaisaikavaati-
vuus.

Ratkaisu 3:

ETSITUPLA(A[O0...n —1])

MERGESORT(A)
vasen = 0
otkea = 1

while oikea < n
if Aloikea] == 2 - Alvasen]
then return Alvasen]
if Aloikea] < 2 - Alvasen]
then oikea = oikea +1
else vasen = vasen +1
return —1

Algoritmin aikavaativuus on O(nlogn), joka tulee lomitusjirjestdmisestd. While-
silmukassa aina wvasen < oitkea < n ja muuttujista vasen ja oikea toinen kasvaa



yhdellé, joten silmukka suoritetaan korkeintaan 2n kertaa. Koska laskenta silmukan
sisdlld on vakioaikaista, silmukan aikavaativuus on O(n).

Selvésti jos algoritmi palauttaa jonkin muun arvon kuin —1, se on kelvollinen ratkaisu.
Perustellaan vield, etté jos kelvollinen ratkaisu on olemassa, algoritmi aina l6ytaé sen.
Oletetaan tata varten, ettéd joillain p ja g patee Alg] =2 - A[p).

Niin kauan kuin vasen < p, muuttuja oikea ei voi saada arvoa ¢+ 1. Téalloin nimittéin
taulukon jarjestyksen takia A[g] = 2- A[p] > 2 - Alvasen], joten tilanteessa oikea = q
ehto oikea-muuttujan kasvattamiselle ei toteudu.

Vastaavasti kun oikea < ¢, muuttuja vasen ei voi saada arvoa p+ 1: pitee A[oikea] <
Alq] = 2 - A[p], joten tilanteessa vasen = p ehto vasen-muuttujan kasvattamiselle ei
toteudu.

Siis niin kauan kuin vasen < p, patee myos oikea < ¢; ja niin kauan kuin oikea < ¢,
patee myos vasen < p. Koska aluksi kumpikin ehto pétee, ne pysyvat kumpikin
voimassa loppuun asti. Jos algoritmi ei palauta jotain toista ratkaisua, niin joka
askelella joko vasen tai oikea kasvaa. Siis lopulta saavutetaan tilanne, jossa vasen = p
ja oikea = ¢, ja algoritmi palauttaa arvon Alp].

Kommentteja vastauksista: Bindarihaku ei toimi jarjestamattomassa taulukossa.
Pikajirjestdminen voi pahimmassa tapauksessa vaatia ajan O(n?) ja yksi hajautus-
taulun operaatio ajan O(n).

Koska luvut olivat mielivaltaisen suuria, ei tehtavaa voinut ratkaista oikein esim. kir-
jaamalla luvut boolean-taulukkoon, jossa indeksia k vastaava arvo kertoo, onko luku
k syOtteessé. Sitd varten pitéisi voida tallettaa mielivaltaisen suuri taulukko. Siten ei
myo6skadn ole olemassa hajautusfunktiota, joka pahimmassa tapauksessa jakaisi tal-
letettavat arvot tasaisesti hajautustauluun. Oli talletustila miten suuri vain, voidaan
riittdvan suuria lukuja valitsemalla muodostaa syote, jonka jokaisella luvulla on sama
hajautusarvo.

Jotkin vastaukset perustuivat vaardan oletukseen, ettd y = 2x tulee syttteessa aina
my6hemmin kuin x, ettd x ja y ovat jérjestdmisen jéalkeen taulukossa peridkkain, x
on aina pariton tai y on taulukon suurin arvo.

Joskus etsittiin nousevaan jérjestykseen jarjestetysta taulukosta x:44 vain y:n oi-
kealta puolelta tai y:td x:n vasemmalta puolelta. Vastaava tapahtui hajautustaulua
kayttéden, jos sinne lisdttiin taulukon alkioita pienimmaésta alkaen ja samalle etsittiin
alkion arvoa kahdella kerrottuna. Tupla-arvo ei viela silld hetkella voi olla talletet-
tuna. Ratkaisu toimi oikein — oli taulukko jarjestetty tai ei — jos kunkin lisdyksen
jalkeen etsittiin seké kaksinkertaista arvoa ettad puolta pienempaéd.

Jos kuitenkin esim. lisdttiin hajautustauluun seké taulukon alkion arvo etta arvo ker-
rottuna kahdella, ja sitten etsittiin arvon puolikasta, paddyttiin hyviksyméaan myos
y = 4x. Esim. syote on {1,4}. Talletetaan 1 ja 2 -1 = 2. Etsitdén arvon 1 puoli-
kasta, ei loydy. Talletetaan 4 ja 2 -4 = 8. Etsitdan arvon 4 puolikasta, 16ydetdén ja
palautetaan virheellisesti luku 2, jota ei syotteessé ollut. Tamén tapaisesta virheesta
esiintyl muutamaa muunnelmaa.

Seuraavan silmukan suoritusaika ei ole O(n):

i=1, j=2
while i < n



if t[j] == 2*%t[i] return t[il

if j==n
it++
j =1i+1
else j++
return -1

Silmukan lopetus perustuu muuttujaan i, mutta ensisijaisesti silmukassa kasvate-
taankin vain muuttujaa j. Muuttujan i arvo kasvaa vasta, kun j on padsyt arvoon
n, jolloin j palaa alkuun. Sama algoritmi tutummin kirjoitettuna:

for i =1 to n-1
for j =i+l ton
if t[j] == 2*%t[i] return t[il
return -1

Vaikka j kiy i:n kasvaessa yha pienemmaén alueen lépi, ei suoritusaika ole mydskaan
O(nlogn), kuten useassa vastauksessa arvioitiin, vaan O(n?). Keskimiirin sisem-
pi silmukka suoritetaan noin n/2 kertaa, ei logn kertaa. Muita toistuvia virheita
aikavaativuuden arvioissa oli, ettd koko syttteen talletus tasapainotettuun binaari-
hakupuuhun tapahtuisi ajassa O(n).

Jarjestetyn taulukon pystyy tarkastamaan lineaarisessa ajassa kahta osoitinta kéyt-
tdaen mallivastauksen Ratkaisun 3 tapaan. Jos kuitenkin toista osoitinta askelletaan
alusta loppuun péin ja toista lopusta alkuun péin tai muuten véarin, jéaa joko joitakin
mahdollisia lukupareja tutkimatta tai sitten algoritmi muuttuu aikavaativuudeltaa
neliolliseksi, kun toinen osoitin joudutaan valilld palauttamaan alkupisteeseensé. La-
pikdynnin optimoinnit eivit pudota aikavaativuutta luokkaan O(n), jos edelleen kuta-
kin arvoa verrataan useaan muuhun arvoon, joiden maéra kasvaa suorassa suhteessa
syotteen kokoon. Joissakin ratkaisuissa oli kdytetty apuna listaa tai toista tauluk-
koa, joka oli joko suora kopio jarjestetystéd taulukosta tai sen arvot kaksinkertaisena
/ puolitettuna. Myos néin oli mahdollista padtya 1oytaméadan lukupari tavoitellussa
ajassa O(n), ohittamaan mahdollisia lukupareja tai kilyttiméiin aikaa O(n?).

Arvosteluperusteet:

5 pistetta: kattava kuvaus ja aikavaativuusarvio algoritmista, jonka pa-
himman tapauksen aikavaativuus on O(nlogn)

4,5 pistetta: pieni virhe ylla mainitussa

4 pistetta:

e kattava kuvaus ja aikavaativuusarvio algoritmista, jonka keskimé&éa-
réinen aikavaativuus on O(nlogn): kiytettiin hajautukseen perus-
tuvaa tietorakennetta tai pikajéarjestamisté tal maarittelematonta
jarjestdmisalgoritmia taz

e puutteellinen / virheellinen kuvaus ja aikavaativuusarvio algorit-
mista, jonka pahimman tapauksen aikavaativuus on O(nlogn)

3,5 pistetta:

e pienen virheen siséltévé kuvaus ja aikavaativuusarvio algoritmista,

jonka keskimé&érédinen aikavaativuus on O(nlog n) tai



e muuten virheeton algoritmi ja aikavaativuusarvio, jonka toimivuus
perustuu siihen, ettd voidaan kiyttaa taulukkoa, jonka pituus on
yhté suuri kuin syotteen arvoalue, vaikka arvoalue oli tehtdvanan-
nossa maaritelty mielivaltaisen suureksi

3 pistetta: puutteellinen / virheellinen kuvaus ja aikavaativuusarvio al-
goritmista, jonka keskiméadrdinen aikavaativuus on O(nlogn), esim.
vaativuutta ei ole arvioitu lainkaan

2,5 pistetta: algoritmi koostuu perakkéisista osista, joiden aikavaativuus
on O(nlogn), mikd on analysoitu oikein, mutta ratkaisussa on vakava
ajatusvirhe tai puute

2 pistetta: pyritty O(nlogn)-ratkaisuun kiyttamélla tehokkaaksi tun-
nettuja algoritmeja ja tietorakenteita, mutta oleellisesti puutteellinen
/ virheellinen vastaus, vihian enemmén oikeaa kuin 1,5 pisteen vas-
tauksessa

1,5 pistetta:

o tismillisesti kuvattu O(n?) aikavaativuuden ratkaisu tai

e pyritty O(nlogn)-ratkaisuun kiyttdmalld tehokkaaksi tunnettu-
ja algoritmeja ja tietorakenteita, mutta oleellisesti puutteellinen /
virheellinen vastaus; ei ole ilmeista tapaa korjata ratkaisu toimi-
vaksi, vaan tarvitaan oleellinen muutos, johon ei 16ydy viitteita
vastauksesta

1 piste:

e aikavaativuuden O(n?) ratkaisu, jossa puutteita tai

e oleellisesti virheellinen ratkaisu, jossa kuitenkin oikeaa ajatusta ja
pyritty tehokkuuteen.
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